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Resumo
Este trabalho faz parte de um estudo mais amplo, que trata da teoria da pavimentagdo do plano euclidiano
e seus grupos de simetria. Neste artigo nos detemos no estudo das pavimentacGes arquimedianas, e nossa
contribuicdo consiste, basicamente, na determinagdo de 21 possibilidades de adaptagcdo de cOpias
congruentes de poligonos regulares, de um ou mais tipos, ao redor de um ponto qualquer do plano.

Abstract
This work is part of a wider study, which discusses the Euclidean paving and its symmetry groups. In this
article we focus the Archimedean paving, that uses as tiles congruent copies of regular polygons of
several kinds and our contributions consist basically in determining the 21 adaptation possibilities around
any point of the plane.

1. O problema da pavimentacéo e os objetivos do trabalho

Uma pavimentagdo do plano euclidiano consiste de uma familia de conjuntos
que o cobrem sem lacunas ou sobreposi¢do. O problema, quando restrito a uma familia
de poligonos, representa aspectos geométricos e combinatoriais de variada natureza e
complexidade, revelando um campo extremamente fértil ainda aberto a investigacao,
que vai dos dominios da interacio entre Geometria Elementar, a Arte e a Algebra até o
fascinante capitulo do ensino da Matemaética e de ciéncias como a Fisica, a Quimica e a
Biologia. A ornamentacdo do plano, por exemplo, mostra uma intima relacdo da teoria
da pavimentacdo com a Arte. Os trabalhos de Maurits Cornelis Escher (1898-1972), que
até hoje intrigam estudiosos da area pela beleza e singularidade de suas ilustracGes e
mosaicos, pelo complexo entrelagamento de suas gravuras, tornaram-se incomparaveis
quando a sua técnica e habilidade aliaram justamente o conhecimento de grupos de

simetria e sistemas de divisdo e recobrimento regulares do plano — um dominio comum
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a ciéncia e a arte, determinado por matematicos e cristalografos, mas ainda nao
explorado por eles proprios.

O interesse pelo recobrimento de superficies remonta as mais antigas
civilizagbes. (Na Grécia Antiga, por exemplo, ja se conheciam os trés poligonos
regulares que pavimentam o plano). A Johannes Kepler (1571-1630), no entanto, se
devem as primeiras investigacdes junto a teoria da pavimentacdo do plano euclidiano,
com um tratamento matematico para o problema, que aparece na sua obra Harmonice
Mundi. Kepler ndo s6 estabeleceu inumeras possibilidades de pavimentagdo, como
anteviu aspectos da teoria que até hoje ndo foram inteiramente explorados.

Depois de Kepler, o problema sé veio a ganhar maior importancia no inicio deste
século. Mais recentemente, Martin Gardner, matematico conhecido por suas publicacdes
de divulgacdo, favoreceu a popularizagdo do assunto quando, em 1975, através da
revista Scientific American, propiciou a descoberta de um equivoco na classificacdo dos
pentagonos convexos que pavimentam o plano, devida a R. Kershner (1969), cuja lista
permanece incompleta até hoje. As Ultimas contribuicdes a teoria contém uma forte
interface algébrica, a exemplo das classificagcbes das pavimentacGes isoedrais e
isogonais, da dupla B. Griinbaum e G. C. Shephard.

Neste trabalho nos detemos no estudo da classificacdo dos poligonos regulares
que pavimentam o plano, isto é, no estudo das pavimentagbes arquimedianas,
geometricamente caracterizadas por adaptagOes lado-a-lado nas quais 0s mesmos
poligonos, na mesma ordem ciclica, aparecem ao redor de cada vértice. Nossa
contribuicdo consiste basicamente em determinar as possibilidades de adaptagdo de
copias congruentes de um ou mais tipos de poligonos regulares ao redor de um ponto
qualquer do plano.

A despeito dos recursos elementares que exigem, as pavimentagdes
arquimedianas possuem uma motivacdo algébrica extraordinaria, que as caracteriza
também como pavimentacdes Vértice-transitivas, propiciando o conhecimento da
geometria das moléculas nas fases dos cristais, através dos grupos de isometria — ou de
cristalografia — associados aos mosaicos ou padrdes de repeticdo. (Esta caracterizacéo
integra o projeto “Uma Introducdo ao Estudo da Pavimentacdo do Plano Euclidiano e
aos Grupos de Simetria de Padrbes Planos de Repeticdo”, em desenvolvimento desde

1991 mediante bolsa de iniciacdo cientifica, concedida pela FAPESP).
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2. Preliminares

2.1 Definigdes

(i) Um ou mais poligonos pavimentam o plano, se suas cdpias congruentes cobrem o

plano sem lacunas e sem superposicades.

(if) Uma pavimentacdo do plano por poligonos diz-se lado-a-lado quando dois

quaisquer desses poligonos satisfazem uma e uma Unica dentre as seguintes
possibilidades: (a) os poligonos ndo tém ponto em comum; (b) os poligonos tém
exatamente um ponto em comum (vértice comum aos poligonos, denominado
vértice da pavimentacdo); (c) os poligonos se interceptam segundo um lado

comum.

(iii) Um movimento rigido qualquer do plano (translacdes, rotacdes, reflexdes,

translacgdes refletidas (glide-reflections) ou combinagdes desses movimentos) que
transformam uma figura nela mesma, isto €, que a deixam invariante como um
todo, dizem-se uma (operacdo de) simetria da figura. As simetrias de qualquer
figura formam um grupo, denominado grupo de simetria da figura. Uma
pavimentagdo lado-a-lado do plano por poligonos diz-se vértice-transitiva quando
os Vértices da pavimentacdo constituem uma Unica classe de transitividade sob a
acdo das simetrias de pavimentacdo. Em outras palavras, se A e B sdo vertices
quaisquer da pavimentacao, existe uma simetria de pavimentacdo que leva A sobre
B.

2.2 Proposicoes

Proposicdo 1 Se num dos vertices de uma pavimentacdo do plano, concorrem p

poligonos regulares B, P,,..., p, € se n; € o nimero de lados do poligono P, 1<i< p,

entdo podemos afirmar que

1 1 1 p-2

De fato. Consideremos ¢; as medidas dos angulos internos de P,, para 1<i < p. Entdo,

de

n —2
a=———redea+a,+..+ta,=2r,
n.
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temos

2. = p.r— 2.%.(i+i+...+i}

n n, np

e dai a igualdade procurada.

Proposicao 2 Numa pavimentacao regular do plano, se p é a quantidade de poligonos

que concorrem num mesmo Vvértice, entdo p <6.

L .1
De fato, se n, € o numero de lados de P, temos n, >3 e, assim, — <
rIi

Wl

Da Proposicéo 1 obtemos p.% >(p—2)/2 e portanto p<6.

Observacdo. A Férmula de Euler, aplicada a uma pavimentacdo parcial do
plano, mais o artificio da passagem ao limite quando é estendida ao plano inteiro,
garantem resultados interessantes, envolvendo n e p, para poligonos regulares ou néo.
Em nosso projeto alguns deles aparecem inclusive com demonstracGes originais
(devidas ao Prof. Ruy Madsen Barbosa), ou mais detalhadas do que as que encontramos

na bibliografia disponivel.

3. Os 21 tipos possiveis de vértices

Estamos agora em condi¢des de determinar quais poligonos regulares podem ser
adaptados lado-a-lado ao redor de um ponto do plano. De inicio faremos isso
independentemente da configuracdo obtida poder estender-se a uma pavimentacdo do

plano inteiro.

Teorema 1 Existem 21 combinacgdes, ou tipos de vértices, de poligonos regulares que
podem ser adaptados lado-a-lado ao redor de um vertice comum, de maneira a se

cobrir sem lacunas ou sobreposicdo uma vizinhanca desse vértice no plano.

3.1 As combinagdes possiveis para o caso p=3

Podemos supor as medidas dos angulos internos dos poligonos, o, a e as,

satisfazendo as relagdes o, < a, < ;.

Por outro lado, de o1 + a» + a3 = 27, obtemos «, <27/3 e portanto
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disso,

ficamos com =<

(A) ng

(B) ny

(C)ny

(D) n
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nsz?ﬂ, ou seja, n, <6. Isso significa que |[3<n, <6|e %Salﬁ%z. Além

ainda obtemos a, < (27 —a,)/2 e, como «, > 7/3, obtemos «, <57/6. Assim

T _Nn,—2

7z£5—”,ou seja, com|3<n, <12|
3 n, 6

Passemos agora analisar as possibilidades para n, n; e ns.
=3.

Comoa+ ap+ azs=2re s <mparai=1,2, 3, temos necessariamente a; + a,

> . Assim, se n; = 3 temos ¢, =% e, portanto, «, > 2.%, 0 que significa que

(n, —2)/n, > 2/3 ¢, finalmente, que |n, > 6|,

Resumindo, paran; =3 e 6 <n, < 12, as possibilidades para n3 estardo restritas
as seguintes ternas: (n; = 3, N, =7, n3), (3, 8, n3), (3, 9, n3), (3, 10, n3), (3, 11, n3)
e (3, 12, ny).

Da Proposicéo 1 obtemos para p =3,

2.n.n,
n.n, —2.(n, +n,)

n, =

e a primeira terna nos fornece ny = 3, n, = 7 e ng = 42, significando que uma das
possibilidades de adaptacdo de 3 poligonos regulares em torno de um ponto do
plano corresponde ao caso onde aparecem um poligono de 3 lados, um de 7
lados e um de 42 lados, denotado por (3, 7, 42). As demais ternas, com excecao
de (3, 11, n3), que implica n3 ndo natural, fornecem as possibilidades (3, 8, 24),
(3,9, 18),(3,10,15) e (3, 12, 12).

=4,

Raciocinando como em (A), ou + a» > 7 e ny = 4 impdem |n, > 4| e dai as

possibilidades (4, 5, 20), (4, 6, 12) e (4, 8, 8) (sendo que em (4, 7, n3) nz ndo é
natural, 4 <n, < 12 e nz > Ny, Visto que supusemos «, < a, < ;).

=5.

As relagBes anteriores nos levam a uma Unica possibilidade: (5, 5, 10).

= 6.

Neste caso também estamos restritos a uma so possibilidade: (6, 6, 6). E, assim,

essas 10 possibilidades encerram a investigacao para p = 3.
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3.2 As combinagdes possiveis para o caso p =4

Como an+ o + oz + ay = 27, supondo o, <a, <, <a,, obtemos «a, < z/2e

dai (n,—2)/n,<1/2, donde (3<n,<4| Além disso, de @ >7/3, vem

7/3+a,+a,+a, <2z, obtendo 7/3+3a,<27z e, portanto, a desigualdade

x n, -2 .
%s a, s%ﬂ. Entdo, Z<-2 <7 s%ﬂ, donde obtemos, finalmente [3<n, < 4| Desta
n2

forma, com raciocinio analogo, obtemos |[3<n, <4|

A partir dai, dentre as quadruplas (ny, nz, N3, N4) que se podem formar, tomando-
se da Proposicdo 1

n,.n,.n,
n,.n,.n, —(n.n, +n.n, +n,.n,)

n, =
obtemos as possibilidades (3, 3, 4, 12), (3, 3, 6, 6), (3,4, 4,6) e (4, 4, 4,4).

3.3 As combinacdes possiveis para o caso p=5
No caso p =5 temos apenas duas possibilidades. De fato, a partir de

T
ot tototoas=2re Esals%s%s%s%

obtemos 5¢; <27 e dai a, < 2?” donde (n, —2)/n, <2/5 e, portanto, |n, =3|. Quanto

X . T . o
as restricdes a n, temos, analogamente, §+4a2£27re dali ast, de onde

(n, —2)/n, <5/12 e, portanto, [n, =3 Da mesma forma, de 2—7Z+3oz3 < 27 obtemos
3

n,=3|ede 7 +2a, <2z obtemos |n, <4/ Das 5-uplas (3, 3, 3,3, ns) e (3, 3, 3, 4, ns)

chegamos entdoa (3, 3, 3, 3, 6) e (3, 3, 3, 4, 4).

3.4 As combinacgdes possiveis para o caso p =6

Neste caso a Unica possibilidade é dada por (n, nz, Nz, Ng, Ns, Ng) = (3, 3, 3, 3, 3,
3), obtida mediante raciocinio analogo ao ja desenvolvido. Das combinagdes acima, (3,
3,4,12), (3, 3,6,6),(3,4,4,6)e (3, 3, 3, 4, 4) admitem duas maneiras distintas de
adaptacdo, bastando alterar a ordem ciclica em que aparecem ao redor do Vértice.
Surgem assim, respectivamente, as possibilidades, (3, 4, 3, 12), (3, 6, 3, 6), (3, 4, 6, 4)
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e(3,3,4,3,4).

O quadro abaixo resume todos os 21 tipos de Vvértices (denotados
simplificadamente por a.b.c. ...), com destaque para 0s que levam as pavimentagdes
arquimedianas. A figura logo a seguir, por outro lado, ilustra a configuracdo geométrica

de cada um dos 21 tipos.

N° de espécies | tipo de vértice | tipo de pavimentacao
de vértices
1 3.3.3.3.3.3 Arquimediana
2 3.3.3.3.6 Arguimediana
3 3.3.34.4 Arquimediana
3.34.34 Arguimediana
4 3.3.4.12
3.4.3.12
5 3.3.6.6
3.6.3.6 Arguimediana
6 3.4.4.6
3.4.6.4 Arguimediana
7 3.6.42
8 3.8.24
9 3.9.18
10 3.10.15
11 3.12.12 Arquimediana
12 4.4.4.4 Arguimediana
13 4.5.20
14 4.6.12 Arguimediana
15 4.8.8 Arquimediana
16 5.5.10
17 6.6.6 Arguimediana

Fig. 1. A mudanca na ordem ciclica dos poligonos leva
a um novo tipo de vértice. Por isso, consideram-se 17
espécies mais 21 tipos de vértices.

4. As pavimentacdes arquimedianas

O resultado a seguir estabelece quais dos 21 tipos de vértices obtidos se
estendem — de uma pavimentacdo parcial ao redor de um ponto do plano — a uma
pavimentagédo do plano inteiro. Sdo as pavimentagdes arquimedianas, caracterizadas do
ponto de vista geométrico como pavimentacdes regulares lado-a-lado, através de um
poligono ou mais, cujas configuracbes ndo variam, no sentido de que 0s mesmos
poligonos, na mesma ordem ciclica, aparecem ao redor de cada Vértice da

pavimentag&o.
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Fig. 2. A geometria dos 21 tipos possiveis de vértices.

Teorema 2 Existem apenas 11 tipos distintos de pavimentagdes arquimedianas: (3, 3,
3,3,3,3),3,33,3,6),(3,3,3,4,4),(3,3,4,3,4), (3,6, 3,6), (3, 4, 6, 4), (3,
12,12), (4,4, 4,4), (4, 6, 12), (4,8,8) e (6, 6, 6).

Para se chegar ao resultado acima, mostra-se primeiramente que, dentre os 21
tipos possiveis de vértices, exatamente 10 ndo conduzem a uma pavimentagdo do plano
inteiro sempre com um mesmo tipo de vértice. Depois € imprescindivel que se mostre

que os 11 vértices restantes realmente levam a uma pavimentacdo do plano.
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Fig. 3. A geometria dos vértices das 11 pavimentacdes arquimedianas.

As pavimentagGes arquimedianas possuem uma caracterizacdo algébrica
importante: seus vértices formam uma classe de transitividade sob a acdo do grupo de
simetria da pavimentacdo (sdo vértice-transitivas). Por isso sdo também referidas como
pavimentagdes uniformes. Este aspecto, alias, sugere generaliza¢fes interessantes, como

veremos a seguir.

5. Algumas generalizagBes

De fato, a idéia de uniformidade de uma pavimentacdo, como acima definida,
torna razoavel que se indague por exemplo a respeito das pavimentagdes (lado-a-lado ou

ndo, e mesmo através de poligonos estrelados), cujas simetrias dividem seus vertices em
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k classes de transitividade, k € IN, k > 2. Neste sentido, uma pavimentagéo do plano
seria k-uniforme quando seus vértices formassem k classes distintas de transitividade
com relacao ao seu grupo de simetria.

Existem 20 tipos distintos de pavimentacGes regulares lado-a-lado 2-uniformes.
(A unica demonstracdo publicada desse fato, segundo consta, encontra-se num artigo
alemado, de 1969, de autoria de O. Krotenheerdt).

VAYAYAVAVAVAVAY,

<
Loy 3 1 1
S

v‘v.“!"v‘v :"ﬂ:" A J
SRR R WH O,
TP EE e We <l

hacasas R -
vavat b vy ol F
(3 4",3% 4 3 4)« (3" a"a"ye

(3 4%, 4% (3"4343464) (3 43 12,3129

(34634864 (34"6.36 36). (34"63636)7 (346446120

Fig. 4. A geometria dos vértices das 20 pavimentagdes 2-uniformes.

Embora seja possivel provar que existem pavimentacfes k-uniformes para todo
k € IN, k > 1, ndo se sabem ainda por exemplo as pavimenta¢des 3-uniformes, nem
mesmo se possuem estimativas assintdticas praticas para 0 nimero de pavimentacdes k-

uniformes, quando k é elevado.
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Fig. 5. Exemplos de vértices de pavimentagdes regulares 3 e 4-uniformes.

O conceito de k-uniformidade para poligonos regulares, no sentido acima
empregado, se estende a casos de pavimentacfes ndo lado-a-lado e de pavimentagédo por
poligonos estrelados. (Coxeter (1969) introduz a nogdo de poligono estrelado de forma
elegante, a partir dos conceitos de densidade e de grupo diedral de um poligono
regular).

No primeiro caso o grupo de simetria de pavimentacdo deve ser atuar
transitivamente sobre seu conjunto de nés (os vértices dos poligonos), sendo possivel
provar por exemplo que as pavimentacGes 1-uniformes ndo lado-a-lado por poligonos
regulares se classificam em 7 familias a 1-parametro real, distintas entre si. No caso de
poligonos estrelados, com adaptacdes necessarias para a acdo do grupo de simetria,
também sdo conhecidas todas as classes de pavimentacdo 1-uniforme, que se
subdividem em 4 familias distintas a 1-pardmetro real.

Para encerrarmos, lembramos que outras extensdes interessantes ainda surgem
junto ao problema de pavimentacdo do plano euclidiano. Como por exemplo as
pavimentacdes uniformes com poligonos ndo regulares, as pavimentacdes lado-
transitivas, as pavimentagdes topologicamente uniformes ou ainda as pavimentagdes em
espacos ndo-euclidianos. Sdo topicos que ddo margem a um campo de investigacao
desafiador e cujas idéias frequentemente aparecem em resultados profundos da

Matematica e das ciéncias naturais.
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Fig. 6. Exemplos da geometria dos vértices das 7 familias distintas, a 1-
parametro real «, de pavimentagdes nédo lado-a-lado 1-uniformes, por poligonos

regulares.

Fig. 7. Exemplos da geometria dos vértices das 4 familias distintas, a 1-
parametro real, de pavimentagdes 1-uniformes, por poligonos estrelados.
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